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8.  OPERACIONES  CON  SUBESPACIOS.  INTERSECCIÓN 

8.1.  DESCRIPCIÓN  DE  UN  SUBESPACIO 

En resumen, un subespacio vectorial puede ser descrito de tres formas: 

• Mediante un conjunto generador del subespacio:  ܵ ൌ  ࣦሼ࢛૚, ࢛૛, … ,  ሽ. Una base es࢓࢛

un caso particular de éste, en el que el conjunto de vectores es, además de generador, 

linealmente independiente. 

• Mediante el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo: 

ܵ ൌ ሼ࢞ א Թ௠, ࢞ܣ ൌ ૙ሽ 

Si dicho sistema está sin resolver, se dice que define a ܵ implícitamente, o que el 

sistema representa unas ecuaciones implícitas del subespacio ܵ. 

• Si el  sistema de ecuaciones  lineales homogéneo que define a ܵ está ya  resuelto, y ܵ 

viene  dado  en  función  de  ciertos  parámetros,  se  dice  que  son  unas  ecuaciones 

paramétricas del subespacio. Estas ecuaciones también se pueden obtener a partir de 

un conjunto generador ሼ࢛૚, ࢛૛, … ,   :ሽ, desglosando la ecuación vectorial࢓࢛

࢞ ൌ ଵ࢛૚ߣ  ൅ڮ൅  ࢓௠࢛ߣ

EJEMPLO 14 

Calcular unas ecuaciones paramétricas del subespacio de Թଷ ܵ ൌ ࣦ ൝൭
1
1
0
൱ , ൭

0
1
1
൱ , ൭

1
2
1
൱ൡ  

Solución 

Aunque no es necesario, una buena práctica que evita muchos errores es obtener siempre una 

base del subespacio que se trata, para ello se calcula el rango del conjunto de vectores dado: 

൭
1 0 1
1 1 2
0 1 1

൱~൭
૚ 0 1
0 ૚ 1
0 0 0

൱ 

El  rango  es  2,  y  los  pivotes  están  situados  en  las  columnas  1  y  2,  por  tanto  una  base  del 

subespacio  ܵ  es ܤௌ ൌ   ൝൭
1
1
0
൱ , ൭

0
1
1
൱ൡ .  Todo  vector  ࢞ ൌ  ൭

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ א ܵ  se  puede  escribir  como 

solución de la ecuación vectorial: ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ ൌ ߣ ൭

1
1
0
൱ ൅ ߤ ൭

0
1
1
൱, desglosando esta ecuación se tiene: 
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൝
ଵݔ ൌ          ߣ
ଶݔ ൌ ߣ  ൅ ߤ
ଷݔ ൌ         ߤ 

, estas son unas ecuaciones paramétricas del subespacio ܵ. 

EJEMPLO 15 

Calcular unas ecuaciones implícitas del subespacio del ejemplo anterior.  

Solución 

Por el ejemplo 14, se sabe que las ecuaciones paramétricas de ܵ son: ൝
ଵݔ ൌ          ߣ
ଶݔ ൌ ߣ  ൅ ߤ
ଷݔ ൌ         ߤ 

. 

Unas  ecuaciones  implícitas  de ܵ será  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  cuya  solución  sea 

exactamente ese conjunto de ecuaciones paramétricas. 

Para obtener tal sistema, se eliminan los parámetros en las ecuaciones paramétricas: 

൝
ଵݔ ൌ          ߣ
ଶݔ ൌ ߣ  ൅ ߤ
ଷݔ ൌ         ߤ 

 ֜ ଵݔ ൅ ଷݔ ൌ ֜ ଶݔ ଵݔ െ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 0 , que son las ecuaciones implícitas de ܵ. 

OBSERVACIONES 

• A partir de un conjunto generador, se pueden obtener unas ecuaciones paramétricas 

desglosando la ecuación vectorial como en el ejemplo 14. 

• A  partir  de  unas  ecuaciones  paramétricas,  se  pueden  obtener  unas  ecuaciones 

implícitas como se ha visto en el ejemplo 15, eliminando los parámetros. 

• A  partir  de  unas  ecuaciones  implícitas  se  pueden  obtener  unas  ecuaciones 

paramétricas  del mismo  subespacio  sin más  que  resolver  el  sistema  de  ecuaciones 

dado por las implícitas. 

• A partir de unas ecuaciones paramétricas se puede obtener un conjunto generador del 

subespacio con el proceso descrito en el ejemplo 16 (visto en la unidad 5). 

EJEMPLO 16 

Calcular  unas  ecuaciones  paramétricas  y  una  base  del  subespacio  vectorial  de Թହ  cuyas 

ecuaciones implícitas son las siguientes: ൝
ଵݔ             ൅ ଶݔ ൌ 0
ଶݔ             െ ସݔ ൌ 0
ଵݔ െ ଷݔ െ ହݔ3 ൌ 0

 

Solución 
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Para  obtener  las  ecuaciones  paramétricas  de  un  subespacio,  que  está  definido  por  unas 

ecuaciones  implícitas, se resuelve el sistema dado. En este caso la matriz ampliada es: 

൭
1 1 0 0 0
0 1 0 െ1 0
1 0 െ1 0 െ3

อ
0
0
0
൱~൭

૚ 0 0 1 0
0 ૚ 0 െ1 0
0 0 ૚ 1 3

อ
0
0
0
൱
௫రୀఒ
௫ఱୀఓ 

ሳልልሰ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ଵݔ ൌ െߣ             
ଶݔ ൌ                ߣ 
ଷݔ ൌ  െߣ െ   ߤ3
ସݔ ൌ                 ߣ
ହݔ ൌ               ߤ

 

Las ecuaciones paramétricas del subespacio son por tanto: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ଵݔ ൌ െߣ             
ଶݔ ൌ                ߣ 
ଷݔ ൌ  െߣ െ   ߤ3
ସݔ ൌ                 ߣ
ହݔ ൌ               ߤ

 

Para  calcular  un  conjunto  generador,  se  escriben  las  ecuaciones  paramétricas  en  forma 

vectorial,  como  suma  de  tantos  vectores  como  parámetros,  y  se  saca  factor  común  al 

parámetro:  

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ଵݔ ൌ െߣ             
ଶݔ ൌ                ߣ 
ଷݔ ൌ  െߣ െ   ߤ3
ସݔ ൌ                 ߣ
ହݔ ൌ               ߤ

֜ ࢞ ൌ  

ۉ

ۈ
ۇ

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
ସݔ
یହݔ

ۋ
ۊ
ൌ ߣ 

ۉ

ۈ
ۇ
െ1
1
െ1
1
0 ی

ۋ
ۊ
൅ ߤ

ۉ

ۈ
ۇ
0
0
െ3
0
1 ی

ۋ
ۊ
 

Luego un conjunto generador de ܵ es 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ۉ

ۈ
ۇ
െ1
1
െ1
1
0 ی

ۋ
ۊ
,

ۉ

ۈ
ۇ
0
0
െ3
0
1 ی

ۋ
ۊ

ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

. Se puede comprobar que el conjunto 

es linealmente independiente, y por tanto una base. 

8.2.  INTERSECCIONES  DE  SUBESPACIOS 

Si  ଵܵ y ܵଶ son dos subespacios vectoriales de Թ௡, se define el subespacio intersección como el 

conjunto de vectores de Թ௡ que está a la vez en  ଵܵ y en ܵଶ, y se nota del siguiente modo: 

ଵܵܵځଶ ൌ ሼ ࢞ א Թ௡ , ࢞ א ଵܵ ݕ ࢞ א ܵଶሽ 

OBSERVACIÓN 

Si   ଵܵ ൌ ሼ࢞ א Թ௡, ଵ࢞ܣ ൌ ૙ሽ y ܵଶ ൌ ሼ࢞ א Թ௡, ଶ࢞ܣ ൌ ૙ሽ entonces 

ଵܵܵځଶ ൌ ሼ࢞ א Թ௡, ଵ࢞ܣ ൌ ૙ ܣ ݕଶ࢞ ൌ ૙ሽ ൌ ൜ ࢞ א Թ௡, ൬
ଵܣ
ଶܣ
൰ ࢞ ൌ   ൬

૙
૙
൰ൠ 

Esto proporciona un método para calcular la intersección de dos subespacios a partir de sus 

ecuaciones implícitas. 
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EJEMPLO 17 

Calcular una base del subespacio intersección de ܵ ൌ  ࣦ ൝൭
1
2
2
൱ , ൭

0
1
1
൱ൡ  y ܶ ൌ  ࣦ ൝൭

1
0
1
൱ , ൭

0
1
0
൱ൡ 

Solución 

Para obtener el subespacio  intersección, se calculan  las ecuaciones  implícitas de cada uno de 

los subespacios, para ello  (dado que en ambos casos se parte de un conjunto generador del 

subespacio) se eliminan parámetros en las ecuaciones paramétricas. 

ܵ  ؠ  ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ ൌ ߣ  ൭

1
2
2
൱ ൅  ߤ ൭

0
1
1
൱ ֜ ൝

ଵݔ ൌ           ߣ
ଶݔ ൌ ߣ2 ൅ ߤ
ଷݔ ൌ ߣ2 ൅ ߤ

 ֜ ଶݔ െ ଷݔ ൌ 0 

ܶ  ؠ  ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ ൌ ߣ  ൭

1
0
1
൱ ൅  ߤ ൭

0
1
0
൱ ֜ ൝

ଵݔ ൌ ߣ
ଶݔ ൌ ߤ
ଷݔ ൌ ߣ

 ֜ ଵݔ െ ଷݔ ൌ 0 

ܶ  ځ ܵ ؠ   ൜ݔଶ െ ଷݔ ൌ 0
ଵݔ െ ଷݔ ൌ 0   

Para obtener una base del subespacio intersección, se resuelve el sistema que lo define, y cuya 

matriz ampliada es: 

ቀ0 1 െ1
1 0 െ1ቚ

0
0ቁ~ ቀ

૚ 0 െ1
0 ૚ െ1ቚ

0
0ቁ ௫యୀ ఒ 
ሳልልሰ ൝

ଵݔ ൌ ߣ
ଶݔ ൌ ߣ
ଷݔ ൌ ߣ

֜ ൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ ൌ ߣ ൭

1
1
1
൱ ֜ ܶ  ځ ܵ ൌ  ࣦ ൝൭

1
1
1
൱ൡ 

El  conjunto ܤௌ்ځ ൌ ൝൭
1
1
1
൱ൡ  además  de  ser  generador  del  espacio ܵ ځ  ܶ ,  es  linealmente 

independiente (consta de un único vector no nulo), luego es una base de ܵ ځ  ܶ. 


